
Kneser彩色関数とツリーの完全不変量

西村優作 ∗

概要

Stanley氏によって彩色対称関数と呼ばれるグラフの不変量が考案され、これがツリーの完全
不変量であると予想した。この予想は現在まで未解決である。一方、三枝崎氏らは彩色対称関数
を一般化したKneser彩色関数を定義した。Kneser彩色関数は自然数 kによるパラメータを持っ
ており、特に k=1の場合、これは彩色対称関数と一致する。本講演では、k=2の場合、Kneser
彩色関数がツリーの完全不変量となることを紹介する。

1 はじめに
グラフの彩色とは、隣接する 2頂点を異なる色で塗るような頂点の彩色のことであり、彩色に関連

するグラフの不変量はいくつか存在している。例えば、彩色数というグラフの不変量はグラフの彩色
に必要な色の最小値である。彩色とはグラフ間の準同型を用いて定義することができるため、彩色多
項式を準同型によって定義できる。具体的には、グラフ Gを n色で彩色する時、色を頂点とする n

頂点完全グラフ Kn を考えると、彩色とは Gから Kn への準同型写像とみなすことができる。R.P.
Stanley氏は彩色を用いた不変量として、彩色対称関数なるものを考案した。

定義 1.1 (彩色対称関数 [3]). 自然数を頂点とする完全グラフを KN とする。G をグラフとした時、
その彩色対称関数を下記で定義する:

XKN(G) := XKN(G, x) :=
∑

φ∈Hom(G,KN)

∏
v∈VG

xφ(v).

彩色対称関数は形式的冪級数であるから、関数ではないが、慣習として彩色対称関数と呼ばれてい
る。彩色対称関数には、以下の有名な予想がある。

予想 1.1 ([3]). XKN(•)はツリーの完全不変量となる。つまり、T1 と T2 とが非同型なツリーである
ならば、

XKN(T1) 6= XKN(T2).

この予想は現在まで未解決であるが、一般に彩色対称関数はグラフの完全不変量ではないことは既
に知られており、例えば図 1の二つのグラフは非同型であるが同じ彩色対称関数を持つ。
彩色対称関数の一般化として、Kneser 彩色関数と呼ばれる三枝崎達によって定義された [1]。

Kneser彩色関数は Kneserグラフと呼ばれるグラフを用いて定義される。
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図 1: 非同型だが同じ彩色対称関数を持つ二つのグラフ

定義 1.2 (Kneserグラフ). KneserグラフKN,k とは、頂点集合が自然数の k 点集合全体で、二つの
頂点の共通部分が空である時に辺を持つと定義されたグラフのことである。

定義 1.3 (Kneser彩色関数). Kneser彩色関数を下記で定義する。

XKN,k(G) := XH(KN,k, x) :=
∑

ϕ∈Hom(G,KN,k)

∏
v∈VG

xϕ(v)

k = 1 の場合 Kneser グラフは完全グラフであるため、XKN,1(G) = XKN(G) となる。従って、
Kneser彩色関数は彩色対称関数の一般化と考えることができる。Kneser彩色関数の集合はグラフの
完全不変量になることが知られている。

定理 1.1 ([1]). Kneser彩色関数の集合

{XKN,k(•)}k∈N

は有限グラフの完全不変量になる。

ここで、予想 1.1を Kneser彩色関数へと一般化した予想を考えることができる。

予想 1.2 ([1]). XKN,2(•)はツリーの完全不変量である。

Kneser 彩色関数は k が大きくなるほど強い不変量となることが知られている。つまり、
XKN,k+1

(G1) = XKN,k+1
(G2) ならば XKN,k(G1) = XKN,k(G2) が成立する。従って、予想 1.1 が成

り立つならば予想 1.2も成立する。本稿では、予想 1.2が成立することを示す。
本稿の構成は以下の通りである。2章で、用語の諸定義をし、またKneser彩色関数について知られ

る Power sum expansionと呼ばれる定理を紹介する。3章では k = 2の Kneser彩色関数がツリー
の完全不変量となることを示す。

2 Kneser彩色関数の Power sum expansion
本章では、予想 1.2の証明に重要な Kneser彩色関数に関する Power sum expansionと呼ばれる

定理を紹介する。まずは、必要な用語を定義していく。以降、グラフ Gの頂点集合を V (G)とし、辺
集合を E(G)とする。また、Gの頂点 v について、NG(v)と書いたら頂点 v の近傍集合とする。G

の 2頂点 uと v について、dG(u, v)を uと v との距離とする。そして、GとH が同型であることを
G ' H で表す。

定義 2.1 ([1]). 自然数の k 点集合 n 個による多重集合全体の集合を C(k)
n とする。C(k)

n の二つの元
{I1, · · · , In}と {J1, · · · , Jn}について対称群の元 σ が存在して

{I1, · · · , In} = {σ(J1), · · · , σ(Jn)},
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図 2: λ1 と λ2 のグラフ表現

となる時、{I1, · · · , In} ∼ {J1, · · · , Jn}という同値関係 ∼を定義する。この同値関係による C(k)
n の

商集合を P(k)
n とする。

本稿では、主に k = 2について考えるから、その場合についてのみ言及する。P(2)
n の任意の元 λ

の代表元 λ = {I1, · · · , In}について、これは二点集合のサイズ nの多重集合であるから、λをグラ
フの辺集合とみなし、頂点集合を

⋃n
i=1 Ii としたグラフ Gλ を定めることができる。また、定義から

Gλ は代表元の取り方によらず同型なグラフを与える。以上より、λと一対一に対応するグラフ Gλ

が定義できるから、P(2)
n とは多重辺を許した辺が n本存在するグラフ全体の集合であると考えるこ

とができる。

例 2.1. λ1 = {{1, 2}, {2, 3}, {1, 3}}, λ2 = {{4, 6}, {6, 9}, {4, 9}}とすると、σ = (14)(26)(39)とい
う置換 σ によって {{1, 2}, {2, 3}, {1, 3}} = {{σ(4), σ(6)}, {σ(6), σ(9)}, {σ(4), σ(9)}}となるから、
λ1 ∼ λ2 となる。また、λ1, λ2 を辺集合とするグラフはそれぞれ図 2のように表される。従って、λ1

の同値類 λは三頂点完全グラフK3 に対応している。

例 2.2 (P(2)
3 ). P(2)

3 と一対一に対応するグラフの集合は、多重辺を許した 3本の辺を持ち、次数 0の
頂点を含まないグラフ全体の集合である。従って下記のようになる。

P(2)
3 = {{ }, { }, { }, , , , , }⋃∞

n=1 P
(2)
n = P(2) とする。P(2) を使って、XKN,2(G)が属する形式的冪級数環の線形基底を構成

することができる。

定義 2.2 (Sym(2)). RKN,2 := CJxw | w ∈ V (KN,2)Kと定義し、RSN
KN,2

を対称群 SN の作用による不
変環とする。Sym(2) を RSN

KN,2
の次数が有限な要素から構成される部分環とする。

任意の有限なグラフGに対して、形式的冪級数XKN,2(G)はRKN,2 に含まれて、また SNがKneser
グラフの自己同型であることから、XKN,2(G) ∈ Sym(2) となる。

定義 2.3 (Sym(2)の線形基底). P(2)の任意のグラフH を考える。更に、H の連結成分がH1, · · · ,H`

であるとする。この時、pH ∈ Sym(k) を下記で定義する。

pH :=
∏̀
i=1

∑
{I1,...,In}∈E(Hi)

xI1 · · ·xIn .

pH は Sym(2) の C上での基底となることが知られている [1]。

定義 2.4 (Admissible). Gを n頂点連結グラフとする。H ∈ P(2)
n について、ϕ : V (G) → E(H)で、

任意の {u, v} ∈ E(G)に対して ϕ(u) ∩ ϕ(v) 6= ∅となるような全単射が存在する時、H が Gによっ



て admissible であると呼ぶ。また、

A(2)
G := {H ∈ P(2)

n | H が Gによって admissibleとなる。}

と定義する。Gが非連結な場合、G = G1 t · · · tG` と連結成分で分解したとき、

A(2)
G := A(2)

G1
× · · · × A(2)

G`

と定義する。

例 2.3. グラフ について、A(2) を考える。例えば、H = ∈ P(2)
3 が admissibleがどうかを確かめ

る。H の辺集合は {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}}と表せるから、 の頂点を上から a, b, cとすれば、下記のよ
うな全単射 φが存在し、従って H は admissibleである。

c

b

a

7→ {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}}

φ(a) = {1, 2}, φ(b) = {2, 3}, φ(c) = {3, 4}.

次に、H ′ = { } ∈ P(2)
3 について考える。H ′ の辺集合は {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}と書け、admissible

になるような から H ′ への全単射 φは存在しないから、H ′ は admissibleでない。このように確か
めていくと、A は下記のように表される。

A(2)
= { , , , , }

以上の定義を用いて、XKN,2(G)の Power sum expansionと呼ばれる基底の展開公式が知られて
いる。

定理 2.1 (Power sum expansion[1]).

XKN,2(G) =
∑

S⊂E(G)

(−1)|S|
∑

λ∈A(2)
GS

pλ,

ただし GS は辺集合 S による Gの全域辺部分グラフである。

注意として、一般に k 6= 2である場合でも、k 一様なハイパーグラフを対応させることで同様に基
底 pH や admissible等の定義、そして Power sum expansionを与えることができる [1]。本稿では
k = 2のみを扱うから、以降 A(2)

G を単に AG と書く。

3 k = 2の Kneser彩色関数とツリーの完全不変量
本章では、以下の定理を示す。

定理 3.1. XKN,2(•)はツリーの完全不変量である。

実は、Gがツリーである場合には定理 2.1を用いることでXKN,2(G)からAG を決定することがで
きる。従って、下記の定理を示せば定理 3.1の証明が完了する。
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図 3: a1 を根とする根付き頂点列

定理 3.2. G1, G2 をツリーとする。AG1 = AG2 ならば G1 ' G2 である。すなわち、A• はツリーの
完全不変量である。

そのため、まずは定理 3.2の証明を行う。定理 3.2の証明のために、ツリーに新たな不変量を定義
する。

3.1 ツリーの最小頂点列

定義 3.1 (根付き頂点列). ツリー T の頂点列 {ai}ni=1 が a1 = v であり、1 ≤ i < j ≤ nを満たす任
意の整数 i, j について、dT (v, ai) ≤ dT (v, aj)を満たす時、これを vを根とする根付き頂点列と呼ぶ。

{ai}ni=1 が v を根とする根付き頂点列とすると、任意の v でない頂点 ai について ai と隣接し
ip < iとなる頂点 aip がただ一つ存在する。この aip を、v を根とした時の ai の親と呼ぶ。
例として、図 3において、{ai}12i=1 が a1 を根とする根付き頂点列である。また、a1 を根とした時、

a2 は a4, a5, a6 の親である。

定義 3.2 (最小頂点列、最小次数列). T をツリーとして、{ai}ni=1 を v を根とする根付き頂点列、
{deg(ai)}ni=1 を {ai}ni=1 の次数列とする。任意の v を根とする根付き頂点列 {a′i}ni=1 に対して、

{deg(ai)}ni=1 ≤lex {deg(a′i)}ni=1

が成立する時、{ai}ni=1 を v を根とする最小頂点列と呼ぶ。ただし、≤lex は辞書式順序である。ま
た、v の最小頂点列の次数列を v の最小次数列と呼び、r(T, v)で表す。更に、任意の頂点 uに対し
て、r(T, v) ≤lex r(T, u)が成り立つような頂点 v を、T の最小葉と呼ぶ。また、最小葉 v の最小頂
点列の次数列 r(T, v)を T の最小次数列と呼び、r(T )で表す。

一般に最小葉は一意的に定まらないが、最小次数列はツリーの不変量である。以降、r(T, v)k を
r(T, v)の k 番目の次数を表すことにして、r(T )k も同様に定義する。
例えば、図 3において、

(a11, a8, a12, a3, a7, a1, a2, a5, a6, a4, a9, a10)



は a11 を根とする最小頂点列であり、従って a11 の最小次数列は

r(T, a11) = (1, 3, 1, 3, 1, 2, 4, 1, 1, 3, 1, 1)

となる。a11 の最小頂点列は T の中で最小なので、a11 は最小葉であり、T の最小次数列は r(T ) =

r(T, a11)となる。

3.2 定理 3.2の証明

最小次数列を使って AG の部分集合 ΛT (G)、Λ̃T (G)を下記で定義する。

ΛT (G) := {H ∈ AG | H が多重辺を持たないツリー}
Λ̃T (G) := {H ∈ ΛT (G) | H の最小次数列 r(H)が辞書式順序で最小なツリー}

例 3.1. 例えば、A について考えよう。

A = { , , , , }

であった。この中で、多重辺を持たないツリーは以下の二つである。

ΛT ( ) = { , }

一つ目のツリーの最小次数列は r( ) = (1, 2, 2, 1)であり、二つ目のツリーは r( ) = (1, 3, 1, 1)であ
る。辞書式順序で比較すると (1, 2, 2, 1) ≤lex (1, 3, 1, 1)であるから、以上より

Λ̃T ( ) = { }

となる。

Λ̃T (G)に関して、以下の定理を示す。

定理 3.3. Gを 2頂点以上のツリーとし、グラフ H を Λ̃T (G)の元とする。H0 というグラフを、H

から最小葉を一つ除いたグラフとする。この時、H0 は Gと同型である。

例 3.2. 定理 3.3の主張を確認する。例 3.1において、Λ̃T ( ) = { }で、その最小葉は二つの葉であ
る。従って、最小葉を除いたグラフは確かに と同型である。

定理 3.3の証明のために、まず下記の補題を示す。

補題 3.1. 任意の Λ̃T (G)のグラフ H について、その最小次数列 r(H)は下記の不等式を満たす。

r(H) ≤lex (1, 2, r(G)2, r(G)3, · · · , r(G)n).

Proof. Λ̃T (G)の定義から、

r(H) ≤lex (1, 2, r(G)2, r(G)3, · · · , r(G)n)



となる H ∈ ΛT (G) を構成すればよい。v1 を G の最小葉、{vi}ni=1 を G の v1 を根とする最小頂
点列とする。vip を v1 を根とした時の vi の親として、また 1p = 0 とする。この時、頂点集合を
a0, a1, · · · , an とし、辺集合を

{{aip , ai} | 1 ≤ i ≤ n}

とするグラフ H を考える。
まず、H の admissible性を確かめる。V (G)から E(H)への全単射 φH を

φH(vi) = {aip , ai}

と定める。ツリーG,H と φH の例を図 4に示す。Gの任意の隣接 2頂点 ai, aj について、i = jpとし
ても一般性を失わない。この時、φH(vj) = {ai, aj}であり、ai ∈ φH(vi)から φH(ai)∩ φH(aj) 6= ∅
である。以上より H は Gによって admissibleであり、H ∈ AG である。
次に、H がツリーであることを示す。H の定義から、H の頂点集合は a0 から an の n+ 1個の頂

点である。ここでH から頂点 0を取り除いたグラフをH0 とする。この時、H0 は Gと同型になる。
何故ならば、Gは {vip , vi}という n− 1本の辺しか存在せず、H0 の辺も {aip , ai}という n− 1本
の辺のみから構成されているからである。H は H0 の頂点 a1 に葉をつけたグラフであったから、以
上より H もツリーである。
最後に最小頂点列について考える。v1 はGの最小葉でありH0 はGと同型であったから、{ai}ni=1

は H0 上での a1 を根とする最小頂点列である。従って、H の頂点列 {ai}ni=0 は a0 を根とする根付
き頂点列となっている。

(deg(a0), . . . , deg(an)) = (1, 2, r(G)2, r(G)3, · · · , r(G)n)

であるから、
r(H) ≤lex (1, 2, r(G)2, r(G)3, · · · , r(G)n)

となる。以上より、H ∈ ΛT (G)かつ最小頂点列に関する不等式を満たすH が存在するから、題が示
された。

補題 3.1 を用いて、定理 3.3 が証明される。本稿では証明の概略のみを記す。G の頂点集合を
{1, 2, · · · , n} とし、H を Λ̃T (G) の任意のツリーとして、その最小葉を a0 とする。更に、H の a0

を根とする最小頂点列を {ai}ni=0 とし、aip を a0 を根とした時の ai の親とする。この時、H の辺集
合は

E(H) = {{aip , ai} | 1 ≤ i ≤ n}

と表現される。従って、H の異なる 2つの辺 e1 = {aip , ai}と e2 = {ajp , aj}について、c({aip , ai}) =
ai という関数を定義すると、

c(e1) 6= c(e2)

となる。よって、
{c(e) | e ∈ E(H)} = {a1, · · · , an}
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図 4: ツリー G,H,H0 と全単射 φH の例

となる。そのため、H0 をH から最小葉 a0 を除いたグラフとすると、cは E(H)から V (H0)への全
単射となる。ここで、H は admissibleであるから、V (G)から E(H)への admissibleな全単射写像
φH が一つは存在する。これらを用いると、V (G)から V (H0)への全単射 φ = c ◦ φH を定義するこ
とができる。補題 3.1を用いることで、この φが同型であることを証明できる、という流れとなって
いる。
定理 3.3を使って定理 3.2が示される。

定理 3.2の証明. AG1 = AG2 だから、特に Λ̃T (G1) = Λ̃T (G2)である。定理 3.3から、Λ̃T (G1)の
適当なグラフH を選び、その最小葉を除いたグラフをH0 とすれば、H0 ' G1 かつH0 ' G2 より、
G1 ' G2 が示される。

3.3 定理 3.1の証明

最後に、定理 3.1について示す。

定理 3.1の証明.

XKN,k(G) =
∑

S⊂E(G)

(−1)|S|
∑

λ∈A(k)
GS

pλ



である。ここで、Λ =
⋃

S⊂E(G)A
(2)
GS
として、

Λc := {H ∈ Λ | H が連結グラフである}

という集合を考える。AGS
の定義から、GS が連結であることと、全ての H ∈ AGS

について H が
連結であることは同値である。特に Gがツリーである時、GS が連結ならば S = E(G)であるから、
以上より

Λc = AG

である。従って、特に XKN,2(G1) = XKN,2(G2)ならば AG1
= AG2

となる。定理 3.2から、この時
G1 ' G2 だったので、以上より XKN,2(•)はツリーの完全不変量である。

例 3.3 (Λc の例).

XKN,2( ) = p − 2p − 2p + p + p + p + p + p

この時、Λ = {{ }, { }, { , }, , , , , }であり、この中で連結なグラフたちは

Λc = { , , , , }.

となっている。例 2.3から、確かに Λc = A である。また、例 3.1、例 3.2で確認したように、

Λ̃T ( ) = { }

で、最小葉を除いたグラフは確かに と同型であるから、このようにして XKN,2( )の情報のみから
を一意的に復元できる。
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